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Resumen
La distribucio´n separada y servicios de recogida de mercanc´ıa en diferentes rutas es un
tema de intere´s actual debido a que algunas compan˜´ıas de transportes consideran dif´ıcil la
reorganizacio´n de la carga al interior de los veh´ıculos ya que´ son so´lo una vez cargados en el
depo´sito. En el problema de ruteo de veh´ıculos con clientes de retorno (VRPB,”vehicle routing
problem with backhaul”) los clientes son divididos en 2 subconjuntos, los clientes de retorno
(linehaul) y los clientes de entrega (backhaul). El VRPB es presentado en la literatura como
una extensio´n del CVRP (”capacitated vehicle routing problem ”) y tiene clase de complejidad
NP-hard. Adema´s, muchas compan˜´ıas log´ısticas de transporte tienen la responsabilidad de
realizar sus operaciones en pro del medio ambiente y los veh´ıculos ele´ctricos (VEs) pueden ser
una solucio´n eficiente. En esta tesis se presenta una nueva formulacio´n de programacio´n lineal
entera mixta(MILP) para el sime´trico y asime´trico VRPB considerando entrega y recogida
de bienes a trave´s de los veh´ıculos ele´ctricos. Diferentes puntos de carga son considerados en
orden de que la recarga de la bater´ıa para los VEs ocurra al final de la ruta de entrega o
durante el recorrido de la ruta de retorno. Este problema esta basado en una generalizacio´n
del OVRP (”open vehicle routing problem”) considerando un conjunto de nuevas restricciones
centrado en mantener la condicio´n de arborescencia para los clientes de entra y retorno por
separada, adema´s un conjunto de restricciones que manejan los enlaces ( tie-arc) que unen los
2 conjuntos. La eficiencia del modelo es probada en 40 instancias de la literatura adaptadas
a las caracter´ısticas del ruteo de veh´ıculos ele´ctricos con clientes de retorno (EVRPB).
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Cap´ıtulo 1
Introduccio´n
Las empresas de distribucio´n de bienes buscan ofrecer un servicio o´ptimo; e´ste consiste en
ofrecer la mejor asistencia al usuario, incluyendo costos bajos de operacio´n en el recorrido.
Por lo tanto, se ve la necesidad de realizar la programacio´n de las rutas de cada veh´ıculo
lo ma´s equitativa posible en cuanto a la capacidad de mercanc´ıa del veh´ıculo y combustible
disponible, asimismo, se busca disminuir los trayectos en el que el veh´ıculo viaja sin carga,
debido a esto se empieza a estudiar el VRPB, el cual aborda una mejor aproximacio´n al
comportamiento real aprovechando que finalizo´ la ruta de los clientes de entrega y tiene
capacidad disponible para realizar una nueva ruta recogiendo mercanc´ıa en el camino de
regreso hacia el depo´sito.
Los Veh´ıculos ele´ctricos (VEs) a menudo se han sugerido como una solucio´n u´til para
reducir el consumo de petroleo y las emisiones de contaminantes atmosfe´ricas. Debido a la
eficiencia energe´tica y las ventajas ambientales sobre los veh´ıculos convencionales, el futuro de
los veh´ıculos ele´ctricos parece prometedor, sin embargo, la integracio´n de los Evs en sistemas
de energ´ıa ele´ctrica plantea nuevas te´cnicas econo´micas, pol´ıticas y desaf´ıos regulatorios [15].
Debido a el reducido alcance de los VEs es necesario operar puntos de recarga o intercambio
de bater´ıas que afecten en lo mı´nimo el sistema de potencia actual y que los haga competitivos
en el campo econo´mico frente a los veh´ıculos convencionales de combustio´n interna. Esto
provoca que este caso de carga o´ptima de bater´ıas combinado con el ruteo o´ptimo de los VEs
con clientes de entrega y retorno establezcan un problema de gran importancia y actualidad
para el sector de transporte de carga, dicho problema se nombra como EVRPB.
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1.1. Planteamiento del problema
El problema de ruteo de veh´ıculos (VRP) es uno de los ma´s famosos y ampliamente
estudiados en la optimizacio´n combinatoria y programacio´n matema´tica, en el que se requiere
disen˜ar las rutas de veh´ıculos con capacidad limitada que salen y llegan a un depo´sito central
para ofrecer un servicio o´ptimo al usuario, buscando minimizar costos que pueden estar
asociados a la operacio´n, distancia recorrida, nu´mero de veh´ıculos, tiempo total de transporte,
tiempo de espera, entre otros.
Actualmente, los problemas de ruteo suelen ser mucho ma´s complicados dado que la
mercanc´ıa no so´lo debe ser entregada a un nu´mero de clientes, sino que tambie´n debe ser
recogida a otro nu´mero de usuarios y tra´ıda de vuelta al depo´sito, este problema es conocido
en la literatura como ruteo de veh´ıculos con clientes de retorno (VRPB, por sus siglas en ingle´s
“Vehicle routing problema with backhaul”). El VRPB puede ser definido como el problema de
determinar un conjunto de rutas de veh´ıculos que deben visitar a todos los clientes (ve´rtices)
que se dividen en 2 subconjuntos. El primer subconjunto contiene los clientes de entrega,
donde cada cliente requiere una determinada cantidad de producto que debe ser entregada
por el veh´ıculo. El segundo subconjunto contiene los clientes de retorno, donde una cantidad
de mercanc´ıa entrante debe ser recogida y llevada al depo´sito [1].
Los veh´ıculos ele´ctricos (VEs) son considerados una alternativa a implementar en el sector
de transporte, dado que no tienen ninguna emisio´n de gases de efecto invernadero local y
pueden ser fuertemente competitivos, sin embargo, debido a su reducido alcance es necesario
operar puntos de recarga o intercambio de bater´ıas que afecten en lo mı´nimo el sistema de
potencia actual, dado que estas cargas pesadas intermitentes pueden crear cuellos de botella
y limitar la capacidad de suministro.
1.2. Justificacio´n
El sector automotriz ha venido realizando grandes esfuerzos para desarrollar alternativas
de automo´viles que reduzcan la utilizacio´n de combustibles fo´siles en su operacio´n,
ya que la mayor´ıa de veh´ıculos en la actualidad funcionan por combustio´n interna
generando un alto impacto sobre el medio ambiente a trave´s de la emisio´n de gases con
efecto invernadero. Los veh´ıculos ele´ctricos son una de estas alternativas que ha venido
ganando importancia y popularidad, adema´s se ha observado en los u´ltimos an˜os la
masificacio´n de estos veh´ıculos en programas relacionados con respuesta a la demanda
y Smart Grids. La autonomı´a ma´xima de los VEs puede ser insuficiente para completar
las rutas de entrega y de retorno, por lo tanto, es necesario que se considere en los
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modelos una disminucio´n de la carga de la bater´ıa en el recorrido de la ruta, adema´s
es preciso realizar una adecuada log´ıstica en el proceso de recarga de las bater´ıas. Las
empresas promotoras de los VEs han realizado grandes esfuerzos relacionados con la
carga y descarga de bater´ıas, tiempo de carga y su eficiencia, lo que provoca que este
caso de carga o´ptima de bater´ıas combinado con el ruteo o´ptimo de los VEs establezcan
un problema de gran importancia y actualidad para el sector de transporte de carga.
Este tipo de modelos pueden servir como referencia para estudios posteriores que
involucren el impacto de estos veh´ıculos en sistema de distribucio´n y e´ste es de gran
intere´s actual para las empresas del sector ele´ctrico.
Toth y Vigo en [1], establecen que no se ha propuesto ningu´n modelo matema´tico exacto
para el VRPB en la u´ltima de´cada, en esta propuesta contribuimos a esto.
El problema de VRPB puede ser formulado mediante un modelo de programacio´n lineal
entera mixta, en la mayor´ıa de las propuestas se consideran te´cnicas Heur´ısticas para
resolver el modelo, aqu´ı se presentara´ un modelo de propo´sito general, quiere decir no es
necesario algoritmos adaptados para llegar a una solucio´n efectiva y puede ser resuelto
por un solver de programacio´n entera.
En esta propuesta, se utilizara´n veh´ıculos ele´ctricos para diferentes instancias de prueba,
adema´s, se solucionara´ usando el lenguaje de programacio´n matema´tica (AMPL) y un
solver de alto rendimiento comercial conocido como Gurobi que incluye metodolog´ıas
exactas de solucio´n del sistema como el simplex, dual simplex, branch and boud, entre
otros.
1.3. Objetivos
1.3.1. General
Desarrollar un nuevo modelo matema´tico exacto para el problema de ruteo de veh´ıculos
ele´ctricos con clientes de retorno considerando veh´ıculos homoge´neos, capacitados, la ubicacio´n
de posibles estaciones de carga en el camino y restricciones en la capacidad ele´ctrica de la
bater´ıa.
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1.3.2. Especificos
Recopilar informacio´n en base de datos disponibles acerca del ruteo de veh´ıculos, su
posible implementacio´n con veh´ıculos ele´ctricos, y modelos propuestos por otros autores
necesarios para alcanzar el estado del arte.
Estudiar modelos similares y optimizacio´n matema´tica.
Plantear modelo matema´tico que incorpore ruteo de veh´ıculos ele´ctricos con clientes
de retorno, considerando veh´ıculos homoge´neos capacitados, capacidad limitada de la
bater´ıa y diversos puntos de estaciones de recarga buscando disminuir los costos de
operacio´n.
Implementar modelo matema´tico en AMPL.
Construir diferentes casos de estudio para probar el modelo propuesto.
Resolver el modelo mediante un software comercial de optimizacio´n y documentar los
resultados obtenidos.
1.4. Estado del arte
El problema de ruteo de veh´ıculos ele´ctricos fue propuesto por Dantzing y Ramser, en
1959 [18] de ruteo de tanques distribuidores de gasolina a sus estaciones de servicio. La
primer revisio´n de la literatura que cubre los principales trabajos acerca del VRPB fue
presentada por Toth y Vigo en [1], presentan el trabajo existente antes del 2002, ellos
proponen el primer me´todo exacto en [6], en el que un lagrangiano efectivo extiende los
me´todos previamente propuestos para el VRP capacitado (CVRP), el algoritmo resultante
es apto para resolver problemas con hasta 70 clientes en total. Lu y Dessouky, en 2004
[7], plantean la posibilidad que durante el recorrido se pueda tanto entregar como recibir
mercanc´ıa, pero este procedimiento requiere de tratamientos especiales en el manejo de la
carga dentro de los veh´ıculos, lo cual, disminuye la capacidad total de transporte. Ropke
y Pisinger, en 2006 [2], proponen el problema VRPB (the vehicule routing problem with
backhault, en el idioma ingles), el cual considera que inicialmente el veh´ıculo entrega toda la
carga con la que salio´ del depo´sito. Los autores modelan un problema unificado de clientes de
entrega (Linehaul) y de retorno (Backhaul), adema´s lo resuelven mediante la Heur´ıstica de
bu´squeda local. Santa, Pen˜uela y Granada, en 2014 [4], presentan un algoritmo Metaheur´ıstico
denominado Bu´squeda tabu´ para resolver el problema de ruteo, lo dividen en sub-rutas, una
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para los clientes de entrega y otra para los clientes de retorno, con el fin de obtener una
solucio´n global para el mı´nimo costo. Oesterle y Bauhernhansi, en 2015 [8], proponen un
me´todo exacto de solucio´n para el enrutamiento de veh´ıculos ele´ctricos considerando clientes
de retorno, flota heteroge´nea y ventanas de tiempo definidas, este algoritmo permitio´ el apoyo
de una planificacio´n de la produccio´n y log´ıstica integral en una empresa de alimentos. En lo
relacionado con la implementacio´n de estaciones de carga, en referencia al ruteo de veh´ıculos
ele´ctricos para el caso de clientes de entrega y retorno, au´n no hay modelos propuestos,
pero Yang y Sun, en 2014 [13], presentan una estrategia para la ubicacio´n de estaciones
de intercambio de bater´ıas y el enrutamiento de una flota de veh´ıculos ele´ctricos, adema´s
resuelven el modelo matema´tico mediante una Heur´ıstica de 4 fases denominadas SIGALNS.
Goeke y Schneider, en 2015 [9], proponen un enrutamiento de una flota de veh´ıculos ele´ctricos
con ventanas de tiempo considerando los tiempos de recarga en las estaciones, mediante un
algoritmo adaptativo de barrido de bu´squeda local. Keskin y Catay, en 2016 [27], proponen
una estrategia de carga parcial para el problema de ruteo de veh´ıculos ele´ctricos con ventanas
de tiempo, lo resuelven utilizando un algoritmo de barrido de bu´squeda.
1.5. Principales resultados
Los principales resultados y contribuciones de este trabajo de grado son los siguientes:
El EVRPB es un nuevo problema, aqu´ı es considerado la autonomı´a de la bater´ıa del
VE, por lo tanto, es un modelo ma´s aproximado a la realidad de las compan˜´ıas de
transporte.
Se presenta un modelo de propo´sito general, quiere decir que no es necesario ningu´n
algoritmo especial para llegar a una solucio´n efectiva y puede ser resuelto por un solver
de programacio´n lineal entera.
Aqu´ı se aprovecha el problema desde otro punto de vista, considerando un conjunto de
nuevas restricciones centrado en mantener la condicio´n arborescencia de los clientes de
retorno y entrega, basados en una generalizacio´n del OVRP.
la formulacio´n propuesta permite solucionar el VRPB sime´trico y asime´trico, adema´s
el EVRPB tambie´n minimizar el nu´mero de veh´ıculos usados.
Se propone un dateset para futuras referencias.
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1.6. Estructura del trabajo de grado
El trabajo de grado esta organizado de la siguiente forma. En el Capitulo 2 se presenta
te´rminos importantes acerca de ruteo de veh´ıculos ele´ctricos, optimizan matema´tica y modela-
miento matema´tico. En el Capitulo 3 se presenta las condiciones del modelo propuesto
y su estructura matema´tica, posteriormente en el Capitulo 4 se presentan los resultados
computacionales para 40 instancias para un intervalo de 33 hasta 125 ve´rtices. Finalmente,
se presentan las conclusiones y trabajo futuro en el Capitulo 5.
Cap´ıtulo 2
Marco teo´rico
2.1. Veh´ıculos ele´ctricos
La primera referencia que se conoce del veh´ıculo ele´ctrico data en el sigo XIX, e´poca en
donde las investigaciones relacionadas al electromagnetismo avanzaban con rapidez y una de
sus primeras aplicaciones pra´cticas fue motorizar veh´ıculos [19]. El primer EV aparece en
1838 gracias a Robert Davidson que logro´ desplazar una locomotora sin usar carbo´n ni vapor
[20]. Entre los an˜os de 1832 y 1839 Robert invento´ un primer veh´ıculo puro cuya bater´ıa no
era recargable. En el an˜o de 1889 el piloto Camille Jenatzy alcanzo´ un re´cord de velocidad
alcanzando los 105 kilo´metros por hora en el extrarradio de Par´ıs en su auto descapotable
ele´ctrico [21]. Aprovechando la fama del veh´ıculo ele´ctrico en 1907, la Detroit Electric Car
comenzo´ a producir VEs de bater´ıa propulsados por bater´ıas de plomo-a´cido recargables [22].
En 1911, Thomas Edison incorpora sus bater´ıas de n´ıquel-hierro a la flota de veh´ıculos en
produccio´n. Y tanto e´l como Henry Ford hicieron inversiones en los VEs pronosticando un
gran futuro [20].
El VE empezo´ a adquirir gran importancia por su simplicidad, su fiabilidad, su autonomı´a
razonable para la e´poca y su precio era aceptable para la burguers´ıa [23], adema´s los veh´ıculos
de combustio´n eran muy contaminantes, sucios, ruidosos y requer´ıan gasolina para funcionar.
Sin embargo, el desarrollo del motor de combustio´n, la aparicio´n de la cadena de montaje
con el ford modelo T [24] y la irrupcio´n del petro´leo barato dieron predominancia al veh´ıculo
de combustio´n [23] llevando al VE a desaparecerse hasta mediados de los an˜os 60.
Actualmente existen tres tipos de VE, los cuales son mencionan a continuacio´n: El
primer tipo, un veh´ıculo ele´ctrico h´ıbrido que tiene la posibilidad de conmutar entre un
motor ele´ctrico y uno de combustio´n interna segu´n las condiciones de manejo; como no
7
CAPI´TULO 2. MARCO TEO´RICO 8
tiene la posibilidad de recargar energ´ıa ele´ctrica desde una fuente externa utiliza la energ´ıa
regenerativa de los frenos para recargar la bater´ıa ele´ctrica que posteriormente puede impulsar
el veh´ıculo. En este tipo de veh´ıculos, la autonomı´a brindada por la bater´ıa ele´ctrica es
reducida, limitando los periodos de conduccio´n alimentados por esta a distancias cortas y con
bajas velocidades. El segundo tipo de VE es un veh´ıculo h´ıbrido con posibilidad de recargar las
bater´ıas ele´ctricas desde una fuente externa, a los cuales se les conoce como veh´ıculo ele´ctrico
enchufable; as´ı mismo, los rangos de conduccio´n a partir de la energ´ıa ele´ctrica provista por
sus bater´ıas es tambie´n reducida, entre 17 a 43 km aproximadamente, como lo indica la lista
de veh´ıculos ele´ctricos disponibles actualmente en Canada´ [25]. El tercer tipo, corresponde a
los veh´ıculos puramente ele´ctricos, donde la fuente de alimentacio´n que impulsa el veh´ıculo
es u´nicamente ele´ctrica, donde se debe recargar la bater´ıa ele´ctrica a partir de una fuente
externa (SDEE) y la autonomı´a que esta le brinda al VE es mucho mayor comparada con los
dos tipos anteriores [25]; aproximadamente 320 km de autonomı´a.
El panorama que se presenta en la actualidad para los VE es bastante positivo, tanto que
grandes inversiones se han realizado para mejorar y producir dispositivos de almacenamiento
de energ´ıa ele´ctrica para ser usados en estos. Tal es el caso de la compan˜´ıa de veh´ıculos Tesla,
que en asociacio´n con Panasonic y otros aliados estrate´gicos ha asumido la misio´n de acelerar
el proceso de transicio´n hacia un mundo sostenible mediante la construccio´n de “Gigafactory
1”, la cual se espera inicien su produccio´n de celdas de bater´ıas para el an˜o 2017, alcanzando
su capacidad de produccio´n total en 2020. El gran enemigo de los veh´ıculos ele´ctricos ha sido
siempre el alto costo de producir bater´ıas funcionales y seguras que brinden una autonomı´a
suficiente a los veh´ıculos, as´ı, el gran reto de Tesla y sus aliados con este proyecto sera´ la
produccio´n en masa con costos bajos que hagan de los VEs una alternativa al transporte
tradicional.
2.2. Bater´ıas ele´ctricas
Las bater´ıas ele´ctricas son dispositivos que convierten la energ´ıa qu´ımica contenida directamente
en sus elementos activos en energ´ıa ele´ctrica por medio de un proceso de o´xido-reduccio´n.
Una bater´ıa esta´ compuesta por un arreglo serie/paralelo de celdas, las cuales contienen los
materiales activos que convierten la energ´ıa qu´ımica en energ´ıa ele´ctrica (a´nodo y ca´todo).
La tabla muestra los principales tipos de bater´ıas para impulsar veh´ıculos ele´ctricos, note
que a menor energ´ıa especifica ma´s barata es la bater´ıa, pero esto provoca que este tipo de
bater´ıas sean inapropiadas para el VE. [26]
Las bater´ıas ele´ctricas, que son los elementos encargados de brindar autonomı´a a los VEs,
han sido las responsables de que los VEs no hayan dominado el mercado automotriz a lo
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Tipo de bateria Acido de Plomo Ni-Cd Ni-MH Li-io´n
Costo Bajo Medio Alto Muy Alto
Voltaje por celda [V] 2 1.25 1.25 3.6
Corriente de carga Baja Muy baja Moderada Alta
Nu´mero de ciclos [Carga/descarga] 200-500 1000 1000 1200
Requerimiento de activadad [d´ıas] 180 30 90 Ninguno
Autodescarga por mes [ % del total] Bajo (5 %) Alto-Moderado (20 %) Alto (30 %) Bajo(10 %)
Precaucion ambiental Alto Alto bajo Alto
Energia espec´ıfica [Wh/kg] 30-50 50-80 40-100 160
Tabla 2.1: Tipos de bater´ıas ele´ctricas, tomados de [26].
largo de la historia de la industria automotriz. La afirmacio´n anterior surge debido a que
estos elementos son y siempre han sido el aspecto complicante en el desarrollo de los VEs,
debido a su poca durabilidad, capacidad de almacenamiento reducido y adicionalmente a su
gran peso y volumen [26].
2.3. Ruteo de veh´ıculos
Las empresas de provisio´n y distribucio´n de bienes buscan ofrecer un servicio o´ptimo, este
consiste en ofrecer el mejor servicio con los costos de operacio´n ma´s bajos posibles. Los costos
de operacio´n esta´n asociados a la mano de obra, costos de utilizacio´n de veh´ıculos, entre otros.
Algunas empresas ven el tiempo como un factor monetario, cuando se debe cumplir con la
entrega o colecta de un bien en una franja de tiempo determinado. Otros ven la necesidad de
que la programacio´n de las rutas de cada veh´ıculo sea lo ma´s equitativa posible en cuanto a
la capacidad de carga del veh´ıculo. Por tal motivo algunas empresas invierten en softwares o
investigaciones que conlleven a planificar las mejores estrategias de operacio´n de su sistema.
Un gran nu´mero de aplicaciones del mundo real, tanto en Norte Ame´rica como en Europa, han
demostrado ampliamente que el uso de procedimientos informa´ticos para la planificacio´n del
proceso de distribucio´n produce un ahorro sustancial (estimado entre el 5 % y el 20 %) en los
costos globales de transporte [1]. Una disminucio´n de los costos de operacio´n en los problemas
reales, se traduce en un aumento del beneficio de la empresa o en una disminucio´n de los
costos finales del producto. La investigacio´n de operaciones busca optimizar el beneficio de
las empresas distribuidoras, valie´ndose de modelos matema´ticos que describen el proceso que
se desea mejorar, basados en un objetivo previamente definido. Estos modelos posteriormente
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son resueltos mediante te´cnicas exactas, metaheur´ısticas y te´cnicas h´ıbridas conocidas como
matheur´ısticas.
El problema de ruteo de veh´ıculos VRP, es una formulacio´n del tipo lineal entero mixto.
El uso de te´cnicas exactas en este tipo de problemas esta´ restricto a la complejidad del modelo
matema´tico que lo describe, como por ejemplo, el nu´mero de variables discretas o el nu´mero
de restricciones. Estos problemas generan una explosio´n combinatorial que se refleja en los
altos tiempos de co´mputo para obtener la solucio´n o´ptima global, adicionalmente dichos
tiempos crecen exponencialmente con el taman˜o del problema, razo´n por la cual, en te´rminos
de la complejidad computacional se clasifica dentro de la categor´ıa NP-complejo.
Las variables involucradas en el problema del VRP pueden ser: tiempo, nu´mero de
veh´ıculos, naturaleza de los veh´ıculos quiere decir homoge´neos o heteroge´neos, tiempo, nu´mero
de depo´sitos, localizacio´n geogra´fica, demanda de los clientes, costo de transporte. Aqu´ı
interesan el estudio de 2 problemas en particular, el principal es el VRPB pero el modelo se
realiza basado en los estudios hechos para el OVRP.
2.3.1. OVRP
El OVRP (open vehicle routing problem), fue propuesto inicialmente a principios de 1980s
[11,12], es aquel caso en donde la compan˜´ıa de entrega de bienes no tenia su propia flota de
veh´ıculos o su flota privada era inadecuada para satisfacer la demanda de los clientes. Por lo
tanto, contratistas que no eran empleados de la empresa de distribucio´n usaban sus propios
veh´ıculos para realizar la entrega, en este caso, los veh´ıculos no requieren volver al depo´sito
despue´s de sus rutas de entrega porque la compan˜´ıa fue so´lo contratada para atender hasta
el ultimo cliente de la ruta. En consecuencia, el objetivo del OVRP es disen˜ar un conjunto de
caminos Hamiltonianos que satisfagan la demanda de los clientes. En la practica, el OVRP
representa situaciones como las enuncia [13]: entrega a domicilio de paquetes y perio´dicos,
ruta del bus de una escuela, rutas de minas de carbo´n, transporte de residuos peligrosos.
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Figura 2.1: Ejemplo de OVRP, solucio´n optima para 30 clientes.
2.3.2. VRPB
El VRPB (Vehicle routing problem with backhauls) ha sido extensivamente definido en la
literatura [1,2,3] y puede ser establecido como el problema de determinar un grupo de rutas
de veh´ıculos que visite todos los clientes que esta´n divididos en 2 subconjuntos. El primer
subconjunto contiene los ve´rtices de los clientes de entrega, donde hay una cantidad de
producto solicitada por cada cliente. El segundo subconjunto contiene los clientes de retorno,
donde una cantidad de producto debe ser recogida en cada ve´rtice y llevada al deposito. El
objetivo es tener en cuenta las rutas a realizar desde el depo´sito al cliente por una flota de
veh´ıculos homoge´neos con el fin de satisfacer la demanda de los clientes (productos para ser
recogidos o productos a ser entregados). En tal caso, los veh´ıculos han de seguir en primer
lugar los clientes con requisitos de entrega antes de los clientes con requisitos de retorno,
CAPI´TULO 2. MARCO TEO´RICO 12
dichos subcojuntos de clientes deben estar unidos mediante un camino, el cual se conoce con
el nombre de enlace.
Para algunas empresas de transporte es fundamental evitar la reorganizacio´n de los
productos dentro de los veh´ıculos en cada punto de entrega. Los retiros y entregas de
mercanc´ıas de manera mezclada o simulta´neamente provoca dificultades, debido a los reordenamientos
de los bienes a bordo, cuando se refiere a reordenamiento es recoger y entregar mercanc´ıa al
mismo tiempo.
En el VRPB la restriccio´n de precedencia, que estipula que en cada circuito los ve´rtices
de entrega preceden a los ve´rtices de retorno, conduce a el enfoque de un modelo exacto de
la literatura tradicional visto como el CVRP, esto una tarea compleja.
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Figura 2.2: Ejemplo de VRPB, Solucio´n optima para 40 clientes.
2.4. Aspectos ba´sicos de optimizacio´n matema´tica.
La optimizacio´n matema´tica es un proceso espontaneo que se encuentra presente en todas
partes y que hace integral del d´ıa a d´ıa de nuestras vidas al momento de seleccionar la mejor
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alternativa entre un conjunto de opciones validas. En las ciencias aplicadas es la bu´squeda
de los valores de un conjunto de variables limitadas que maximizan o minimizan un objetivo,
dicho proceso debe tener los siguientes requisitos:
Te´cnicas de modelamiento matema´tico que permitan representar y simular adecuadamente
el sistema que se optimiza.
Sistemas de co´mputo que realicen los ca´lculos de manera eficiente.
Te´cnicas de solucio´n de los modelos resultantes (me´todos de optimizacio´n).
Problema de la vida real
T e´cnicas de modelamiento //Modelo matema´tico
te´cnicas de solucio´n

Solucio´n matema´tica
Ajustes
ff
2.4.1. Modelo matema´tico
Un modelo matema´tico representa el desempen˜o y comportamiento de un sistema dado en
te´rminos de ecuaciones matema´ticas, ofreciendo resultado cuantitativos. Las ecuaciones que
gobiernan el sistema pueden ser algebraicas, ecuaciones diferenciales ordinarias y/o parciales,
ecuaciones integrales o combinacio´n de varias de ellas [18].
Una estructura general de un modelo matema´tico puede ser representado como el siguiente:
min
x
f(x)
s.a
gi(x) 6 0 i = 1, 2, . . .m.
hi(x) = 0 i = 1, 2, . . . l.
x ∈ X
(2.1)
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Donde:
x =

x1
x2
x3
...
xn

y X son los valores factibles de las variables.
las caracter´ısticas generales de un modelo matema´tico son descritas a continuacio´n [18].
Tiene una cantidad de recursos limitados ( normalmente representado al lado derecho
de una ecuacio´n de restriccio´n) se conoce como un para´metro.
Los recursos se utilizan para alguna actividad ( generalmente representada por una
variable de decisio´n ), destinados para producir algo o proporcionar un servicio.
Tiene una serie de maneras alternativas en las que se pueden utilizar los recursos.
Cada actividad en la que se utilizan los recursos tiene un retorno en te´rminos de la
meta establecida, quiere decir, contribuye a la funcio´n objetivo.
La asignacio´n de recursos se restringe generalmente por varias limitaciones (conocidas
como restricciones).
Los supuestos generales para la formulacio´n de un modelo matema´tico pueden ser las
siguientes [18]:
La rentabilidad asignadas a los recursos se pueden medir mediante una unidad comu´n.
Los recursos son utilizados de la mejor manera.
Para los problemas deterministas todos los para´metros son conocidos.
Las variables de decisio´n son reales, enteras, o una mezcla de ambas.
Los modelos matema´ticos al ser formulados, pueden clasificarse segu´n la naturaleza de sus
variables en los siguientes tipos:
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Modelo de Programacio´n Lineal
Son aquellos problemas en el que las variable son asumidas como valores reales (cualquier
nu´mero mayor o igual a cero), y la funcio´n objetivo y todas sus restricciones son funciones
algebraicas lineales[18].
Los supuestos ba´sicos de la programacio´n lineal son:
Certeza: los valores de los para´metros (datos) son conocidos y constantes.
Proporcional: Cualquier funcio´n (objetivo o restriccio´n) es proporcional a el nivel de la
activad (con unidad coherente de medida).
Aditividad: La actividad total es la suma de todas las actividades individuales.
Divisibilidad: las Variables de decisio´n podr´ıan ser reales o enteras.
Nonegatividad: So´lo se permiten valores positivos de las variables.
Modelo de Programacio´n Entera
Un problema de programacio´n entera (PE) es una extensio´n del problema general de
programacio´n lineal. Desafortunadamente, los valores continuos no son pra´cticos ni muy
significativos en ciertos tipos de problemas. Por ejemplo, 2.5 lineas de transmisio´n para el
problema de planeamiento de la transmisio´n no pueden ser cuantificados en la realidad.
hay tres tipos de modelos de programacio´n entera [18]:
Entera: Donde todas las variables de decisio´n son enteras.
Entera binaria: Donde todas las variables de decisio´n son binarias (cero o uno) solamente.
Hay algunas situaciones donde las variables pueden asumir solo 2 valores, Por ejemplo,
si o no, activo o desactivado.
Entera mixta: las variables pueden ser, enteras, continuas, binarias.
En [18], pueden ser encontrados otros tipos de modelo como pueden ser los multiobjetivos
o los modelos de programacio´n no lineal, en los que como su nombre lo dice las variables esta´n
descritas mediante una funcio´n algebraica no lineal.
El modelo propuesto en esta tesis, es un modelo de programacio´n lineal entera mixta,
quiere decir todas las funciones son algebraicas lineales y sus variables son de naturaleza
entera, continua y binaria.
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2.4.2. Algunas te´cnicas de solucio´n de modelos matema´ticos
Los enfoques de solucio´n para resolver probelmas de optimizacio´n pueden ser divididos en
2 grupos: (1) te´cnicas de optimizac´ıon cla´sicas (2) Las te´cnicas heuristicas y metaheuristicas
modernas. hay 2 diferencias claras entre estos 2 grupos, se enfrenta el problema de encontrar
la mejor solucio´n y el tiempo computacional. Mientras que el grupo 1 de soluciones, permite
llegar a la mejor solucio´n ya que se basan en te´cnicas matema´ticas puras, llegar a e´sta
puede ser un procedimiento tedioso y de d´ıas, meses o an˜os dependiendo de la naturaleza
del modelo. El grupo de te´cnicas 2, se basa en te´cnicas bio-inspiradas, permite llegar a una
solucio´n buena, tal vez no la mejor en un tiempo computacional pequen˜o. A continuacio´n se
hara´ especial e´nfasis en aquellas te´cnicas exactas para resolver problemas de programacio´n
lineal y entera mixta. Las te´cnicas se presentan en sus caracter´ısticas ba´sicas, debido a que
no hacen parte del alcance del trabajo plantear nuevas te´cnicas o modificar las existentes,
el enfoque principal es el modelado. Para profundizar ma´s acerca de las siguientes te´cnicas
puede dirigirse a libros cla´sicos como [29].
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Te´cnicas exactas de solucio´n de problemas de programacio´n lineal
Te´cnica Descripcio´n
Me´todo Gra´fico
Es usado para resolven problemas de
optimizacio´n que involucran 2 variables
y pocas restricciones, el me´todo ayuda a
tener informacio´n acerca del espacio de
solucio´n, el o´ptimo e interaccio´n entre
diferentes para´metros del modelo.
Me´todo Simplex
Es un me´todo anal´ıtico de solucio´n de
problemas capaz de resolver modelos
ma´s complejos que los resueltos mediante
el me´todo gra´fico sin restricciones en
el nu´mero de variables. Consiste en
caminar del ve´rtice de un poliedro
a un ve´rtice vecino de manera que
aumente o disminuya segu´n la funcio´n
objetivo (sea maximizar o minimizar).Es
un me´todo eficaz para problemas que no
son extremadamente grandes.
Me´todo del
punto interior
Es un algoritmo polinomial en el tiempo,
que cruza el interior del espacio de
solucio´n hasta alcanzar una solucio´n
optima. La idea es moverse en una
direccio´n (gradiente) que mejore el valor
de la funcio´n objetivo a la mayor tasa
posible. Este problema es eficaz para
problemas extremadamente grandes.
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Te´cnicas exactas de solucio´n de problemas de programacio´n entera
Los problemas de programacio´n entera y enteros mixtos son dificiles de resolver, esto
es debido a que el nu´mero de alternativas de solucio´n incrementa ra´pido (exponencial) de
acuerdo al tamo del problema. Esto hace que los problemas grandes de programacio´n entera
sea extremadamente dif´ıciles de resolver usando algoritmos existentes.
Un ejemplo de la complejidad de los problemas, es el problema del TSP (agente viajero),
donde un mensajero tiene que visitar n clientes,el tiempo computacional incrementa de
acuerdo a el taman˜o del problema.
n (n-1)!
3 2
5 24
9 40320
13 479001600
17 20922789000
20 121645100408832000
Tabla 2.2: Incremento computacional del problema TSP.
Las soluciones comunes para resolver problemas enteros (PE) son: redondear la solucio´n
no entera, branch-and-bound, cutting plane y branch-and-cut.
Redondear la aproximacio´n consiste en emplear el me´todo simplex y relajando las condiciones
enteras. Sin embargo, redondear es un proceso que puede no garantizar optimalidad y entregar
soluciones infactibles [18].
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Te´cnica Descripcio´n
Branch & Bound
Se suele interpretar como una a´rbol de
soluciones, donde cada rama nos lleva
a una solucio´n posterior a la actual.
La caracter´ıstica de esta te´cnica es que
el algoritmo se encarga de detectar en
que ramificacio´n las soluciones dadas ya
no esta´n siendo optimas, luego corta la
rama del a´rbol y no continua malgastando
recursos y procesos en caso de alejarse de
la solucio´n optima.
Cutting Plane
La idea fundamental es an˜adir
restricciones a un programa lineal
hasta que la solucio´n factible ba´sica
o´ptima tome valores enteros. As´ı que hay
que tener cuidado con las limitaciones que
se an˜aden dado que no se quiere cambiar
el problema al adicionar las restricciones.
La restriccio´n adicional es llamada corte
y cumple que la solucio´n entera es factible
y la restriccio´n fraccional actual no es
viable para el corte.
Branch & Cut
Branch and cut involucra el algoritmo de
Branch & Bound combinado con cutting
plane. Incialmente, se resuelve el problema
lineal mediante uno de los algoritmos
descritos anteriormente, posteriormente
se aplica un corte usando el me´todo
de cutting plane y finalmente se aplica
ramificacio´n utilizando el me´todo de
Branch & Bound.
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2.4.3. Lenguaje de programacio´n matema´tica (AMPL)
Es un lenguaje de modelamiento matema´tico que describe y resuelve apoyado en un
SOLVER problemas de de alto grado de complejidad matema´tica, relacionado con la no
linealidad de las expresiones o la cantidad de restricciones.
La principal ventaja de AMPL es la facilidad de realizar la sintaxis del modelo matema´tico,
ya que coincide con la formulacio´n realizada. Algunos solvers comu´nmente utilizados en
AMPL dependiendo del tipo de problema son:
Tabla 2.3: Tipos de SOLVER para cada problema de optimizacio´n [28].
SOLVER LP NLP DNLP MILP MINLP
CPLEX x x
GUROBI x x
XPRESS x x
CONOPT x x x
KNITRO x x x x
LOQO x x x
MINOS x x x
SNOPT x x x
BARON x x x x x
LGO x x x
LP:Modelo de programacio´n lineal.
DNLP:Optimizacio´n local con derivadas discontinuas.
NLP:Optimizacio´n de programacio´n no lineal
MILP: Programacion lineal entera mixta.
MINLP: Programacion no lineal entera mixta.
El solver que se utiliza para resolver el problema propuesto, es GUROBI 6.5, dicho
programa computacional tiene las siguientes caracter´ısticas de solucio´n:
Los tipos de problema que soporta son clasificados como, lineales y optimizacio´n cuadratica
convexa en variables continuas y enteras.
Para problemas continuos, el solver usa me´todos como el simplex (primal y dual), punto
interior.
para problemas enteros, se utiliza un branch and bound avanzado con soluciones previas,
heur´ısticas y generadores de cortes.
Entre sus herramientas especiales se destaca, procesamiento paralelo de memoria, optimizacio´n
simultanea, tiene instalaciones especiales para diagnosticar infactibilidad.
Cap´ıtulo 3
Formulacio´n del problema para el
EVRPB
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(a) Caso VRPB
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Figura 3.1: VRPB y EVRPB para la instancia A1.
La figura (3.1), muestra las diferencias en las rutas al estudiar el VRPB (figura 3.1 a) y el
EVRPB (figura 3.1 b), el superindice en cada nodo es la demanda en bienes para los clientes
de entrega (c´ırculos) y clientes de retorno (recuadros), igualmente, las estaciones de recarga
se describen mediante rombos.
21
CAPI´TULO 3. FORMULACIO´N DEL PROBLEMA PARA EL EVRPB 22
0 0.5 1 1.5 2 2.5
×104
0
0.5
1
1.5
2
2.5
3 ×10
4
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
230
24
25
26
27
28
29
30
59
607
516
158
263
367
674
631
533
527
599
203
101
798
475
713
584
488
474
418
283
177
340
492
431
673
617
323
(a) Estructura de arborescencia LOVRP.
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(b) Estructura de antiarborescencia BOEVRP.
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(c) Estructura resultante para el EVRPB.
Figura 3.2: Formulacio´n del EVRPB basado en estructura de arborescencia y
antiarborescencia
La formulacio´n del problema se hace en base al OVRP como se nota en la figura 3. las
rutas de entrega y rutas de retorno (sin incluir los enlaces) constituyen un subproblema
de configuracio´n radial, en este caso todos los ve´rtices esta´n conectados mediante una ruta
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hamiltoniana debido a que todos e´stos son de grado 2, quiere decir a cada ve´rtices entra y sale
un arco, adema´s el nu´mero de arcos es equivalente a (Vertices-1). La primer configuracio´n
la componen los clientes de entrega empezando desde el depo´sito hasta el ultimo cliente
de entrega, aqu´ı se nombra como LOVRP (Lineahaul open vehicle routing problem), e´sta
estructura es considerada de arborescencia. Igualmente, para los clientes de retorno, se
considera una estructura de antiarborescencia radial que incluye los clientes de retorno y
las estaciones de carga, denominada como BOEVRP (backhaul open electric vehicle routing
problem).
3.1. Nomenclatura
La nomenclatura para los conjuntos,variables y para´metros del modelo propuesto para el
EVRPB se describe a continuacio´n.
Conjuntos
L Conjunto de clientes de entrega L = {1, ..., n}.
B Conjunto de clientes de retorno B = {n+ 1, ..., n+m}.
K Conjunto de estaciones de carga K = {n+m+ 1, ..., n+m+ k}.
Lo Conjunto de clientes de entrega incluyendo el depo´sito Lo = {0} ∪ L.
Bo Conjunto de clientes de retorno incluyendo el depo´sito y estaciones de carga Bo = {0} ∪B ∪K.
Cu Conjunto de clientes de entrega, de retorno y estaciones de carga Cu = L ∪B ∪K.
V Conjunto de nodos V = Cu ∪ {0}.
Para´metros
Dij Distancia entre los nodos i y j.
Cij Costo asociado a la trayectoria entre los nodos i y j.
Dj Cantidad de producto entregada o recogida a los clientes j ∈ Cu.
KL Mı´nimo nu´mero de veh´ıculos necesarios para servir los clientes de entrega.
KB Mı´nimo nu´mero de veh´ıculos necesarios para servir los clientes de retorno.
Q Capacidad en mercanc´ıa de los veh´ıculos (veh´ıculos ide´nticos).
EmaxMa´xima capacidad ele´ctrica de la bater´ıa en unidades de longitud.
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Variables
sij Variable binaria que indica si el camino entre los nodos i, j ∈ V esta´ activo.
ξij Variable binaria que indica si el arco (tie-arc) entre los nodos i ∈ L, j ∈ Bo esta´ activo.
lij Cantidad de mercanc´ıa transportada entre los nodos i y j.
pij Estado de carga del veh´ıculo en unidades de distancia,cuando se dirige del nodo i hacia el nodo j.
3.2. Condiciones del Problema
El objetivo del EVRPB es minimizar el costo total de las rutas descritas para visitar a
un cliente o a una estacio´n de carga, El modelo satisface las siguientes condiciones.
El problema puede ser visto que el VE termino´ la ruta de entrega, entonces e´ste debe
esperar mientras el veh´ıculo es recargado hasta el pro´ximo d´ıa u horas despue´s para
poder continuar con la ruta de retorno.
Cada ve´rtice que corresponda a un cliente debe ser visitado exactamente por un arco,
quiere decir que cada ve´rtice es de grado 2.
Cada ve´rtice que corresponda a una estacio´n de carga, puede ser visitado por uno, ma´s
arcos o nunca ser visitado.
Se consideran estaciones de recarga ele´ctrica ra´pida (BSS), quiere decir, el tiempo
asociado a la recarga de los VEs es despreciable.
Cada ruta comienza y termina en el depo´sito.
Cada cliente es totalmente atendido cuando es visitado.
Todos los clientes son servidos por un u´nico depo´sito.
La capacidad ele´ctrica de la bater´ıa y en mercanc´ıa, nunca debe ser excedida en el
transcurso de el recorrido por los clientes de entrega y retorno.
El nu´mero de VEs esta´ limitado para cada ruta, quiere decir, la empresa tiene algunos
VEs que realizan entrega y recogida, pero otros que so´lo realizan entrega, por lo tanto,
estos son aquellos VEs que deben volver al depo´sito.
En cada circuito los clientes de entrega precede los clientes de retorno, quiere decir:
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• Un circuito de clientes de retorno so´lo no es permitido.
• El ultimo clientes de entrega es conectado con el primer cliente de retorno, siempre
y que el VE tenga la suficiente bater´ıa para terminar la ruta, en caso contrario
visitara´ la estacio´n de carga.
• El ultimo cliente de retorno siempre esta´ conectado con el depo´sito.
• Esta condicio´n de precedencia justifica que primero se realiza los clientes de entrega
y luego los de retorno.
Un circuito de clientes de entrega so´lo es permitido y conectado a trave´s de un enlace
(ξ) con el depo´sito.
la capacidad ele´ctrica de la bater´ıa depende de la distancia recorrida.
Los VEs salen totalmente cargados del depo´sito, igualmente de una estacio´n de carga.
Las estaciones de carga en una ruta son usados so´lo si son necesarios, en orden que la
recarga de los VEs sean al final de la ruta de entrega o durante el curso de la ruta de
retorno.
Las rutas pueden ser definidas como 2 sub-rutas, una compuesta por so´lo clientes de
entrega y otra por clientes de retorno, e´stas son enlazadas a trave´s de un arco ξ.
Las estaciones de carga ya esta´n construidas y su demanda es equivalente a cero, a
menos que´ este´n ubicadas en el mismo lugar de los clientes de retorno, aqu´ı se analiza
el costo de operacio´n, quiere decir aquel que esta relacionado a ir a la estacio´n de carga
y volver hacia otro cliente.
En la tabla 3.1, se describen los tipos de rutas que pueden ser encontrados en el EVRPB.
3.3. Estructura matema´tica del modelo
min =
∑
i∈V
Cij ∗ sij +
∑
i∈L
j∈Bo
Cij ∗ ξij (3.1)
s.a ∑
i∈Lo
j∈L
sij = |L| (3.2)
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i∈Lo
lij −
∑
k∈L
ljk = Dj ∀j ∈ L (3.3)
∑
i∈Lo
sij = 1 ∀j ∈ L (3.4)
∑
k∈Lo
sjk +
∑
k∈Bo
ξjk =
∑
i∈Lo
sij ∀j ∈ L (3.5)
lij ≤ Q ∗ sij ∀i ∈ Lo,∀j ∈ L (3.6)∑
j∈Lo
s0j ≥
∑
j∈LDj
Q
(3.7)
∑
i∈L
s0j ≥ KL (3.8)
pLj =
∑
i∈Lo
Dij ∗ sij ∀j ∈ L (3.9)
∑
i∈Lo
pij −
∑
k∈V
pjk = p
L
j ∀j ∈ L (3.10)
pij ≤ Emax ∗ sij ∀i ∈ Lo,∀j ∈ L (3.11)
pij ≤ Emax ∗ ξij ∀i ∈ L,∀j ∈ B (3.12)
p0j = E
max ∗ s0j ∀j ∈ L, (3.13)
pj0 ≥ Dj0 ∗ ξj0 ∀j ∈ L, (3.14)∑
i∈B
j∈Bo
sij = |B| (3.15)
∑
i∈B
lij −
∑
k∈Bo
ljk = −Dj ∀j ∈ B (3.16)
∑
j∈Bo
sij = 1 ∀i ∈ B (3.17)
∑
k∈B
ski +
∑
j∈L
ξji +
∑
m∈K
smi =
∑
j∈Bo
sij ∀i ∈ B (3.18)
lij ≤ Q ∗ sij ∀i ∈ B, ∀j ∈ Bo (3.19)
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∑
i∈B
si0 ≥
∑
j∈BDj
Q
(3.20)
KB ≤
∑
i∈B
si0 ≤ KL (3.21)
∑
i∈B
si0 +
∑
i∈L
ξi0 =
∑
j∈L
s0j (3.22)
pBj =
∑
i∈B
Dij ∗ sij +
∑
i∈L
Dij ∗ ξij +
∑
i∈K
Dij ∗ sij ∀j ∈ B (3.23)
∑
i∈Cu
pij −
∑
k∈Bo
pjk = p
B
j ∀j ∈ B (3.24)
pij ≤ Emax ∗ sij ∀i ∈ B, ∀j ∈ Bo (3.25)
pj0 ≥ Dj0 ∗ sj0 ∀j ∈ B, (3.26)∑
k∈B
ski +
∑
j∈L
ξji =
∑
j∈B
sij ∀i ∈ K (3.27)
∑
i∈B
lij −
∑
k∈Bo
ljk = 0 ∀j ∈ K (3.28)
pKj =
∑
i∈B
Dij ∗ sij +
∑
i∈L
Dij ∗ ξij ∀j ∈ K (3.29)
∑
i∈Cu
pij −
∑
k∈Ko
pjk = p
K
j ∀j ∈ K (3.30)
pij = E
max ∗ sij ∀i ∈ K, ∀j ∈ B, (3.31)
sij + sji ≤ 1 ∀i ∈ V, ∀j ∈ V (3.32)∑
i∈B
j∈L
sij = 0 (3.33)
∑
i∈L
j∈B
sij = 0 (3.34)
∑
j∈B
s0j = 0 (3.35)
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i∈L
si0 = 0 (3.36)
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(a) EVRPB sin usar estaciones de carga EIBs. (b) EIBs usada en el transcurso de la ruta de retorno.
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(c) Punto de carga usado al final de la ruta de entrega. (d) Ruta de so´lo clientes de entrega.
Tabla 3.1: Tipo de rutas para el EVRPB.
La funcio´n objetivo (3.1) minimiza los costos operativos, consta de 2 te´rminos. El primero
considera el costo relacionado a visitar los clientes de entrega, clientes de retorno y estaciones
de carga. EL segundo busca minimizar el costo asociado a el enlace entre el ultimo cliente de
retorno con una estacio´n, con el depo´sito, o con cliente de entrega.
El conjunto de restricciones (3.2)-(3.8) modela el OVRP para la ruta de entrega (LOVRP),
donde (3.2) y (3.3) impone los requerimientos de radialidad en la conexio´n. Ma´s preciso la
estructura de arborescencia, e´sta impone que la cardinalidad de L (nu´mero de clientes de
entrega)debe ser igual al nu´mero de arcos usados en la solucio´n optima, adema´s es garantizado
por la ecuacio´n (3.2).Sin embargo, esta u´nica condicio´n no es suficiente para la solucio´n
de arborescencia es necesario considerar las propiedades de conectividad a trave´s de (3.3)
permitiendo el flujo de demanda de bienes en cada cliente de entrega. Las restricciones de
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grado las impone (3.4) y (3.5), obligando que exactamente un arco entre y desde cada ve´rtice
asociado con los clientes de entrega respectivamente.
Restricciones (3.6) y (3.7) impone ambas la capacidad del veh´ıculo y del depo´sito respecti-
vamente, El primero es el limite superior definido por la capacidad del veh´ıculo para transportar
una cantidad de mercanc´ıa a trave´s del los arcos de entrega, mientras el segundo es el limite
inferior de nu´mero de rutas salientes del depo´sito para atender los clientes de entrega, que es
determinado por el radio entre la demanda total a ser entregada y la capacidad del veh´ıculo.
Restriccio´n (3.8) limita el nu´mero de veh´ıculos a usar en la ruta de entrega.
Las restricciones para los VEs en las rutas de entrega son asignada por (3.9)-(3.14),
donde en (3.9) pLj es una variable auziliar que toma la distancia entre los nodos i y j, e´sta
restriccio´n con (3.10), (3.11) y (3.12) permite la autonomı´a de la bater´ıa para ir desde un
cliente de entrega a otro. Restriccio´n (3.13) obliga el veh´ıculo a dejar el depo´sito con la bater´ıa
totalmente cargada, adema´s el veh´ıculo debe tener como mı´nimo capacidad en la bater´ıa para
volver a depo´sito a trave´s de un enlace ξ, por lo tanto es necesario la restriccio´n (3.14).
Igualmente, el conjunto de restricciones (3.12)-(3.21) modela el OVRP para la ruta de
recogida, donde (3.15) y (3.16) impone los requerimientos de conectividad radial. Note que
(3.16) garantiza el balance de flujo de demanda en cada cliente de entrega. Las restricciones
de grado (3.17) y (3.18) impone que un arco entre y salga de cada ve´rtice respectivamente
asociado con los clientes de retorno. Restricciones (3.19) y (3.20) impone ambos la capacidad
del veh´ıculo y del depo´sito, respectivamente, asociado con los clientes de retorno.
Restricciones (3.21) limita el mı´nimo nu´mero de veh´ıculos usados en las rutas de retorno.
Comparando ecuacio´n (3.21) y (3.8) se puede ver que el nu´mero de arcos de entrega que
dejan el depo´sito puede ser diferente al nu´mero de arcos de recogida que llegan al depo´sito.
Entonces, restricciones (3.22) asegura que el nu´mero de arcos que dejan el depo´sito debe ser
igual a el nu´mero de arcos que llegan al depo´sito.
Igualmente, las restricciones ele´ctricas para los clientes de retorno son asignadas por
(3.23)-(3.26), en donde (3.23) pBj es una variable auxiliar que toma la diferencia entre los
nodos i y j, e´sta restriccio´n con (3.24) y (3.25) permite que la bater´ıa este disponible para
ir de un cliente a otro. La restriccio´n (3.26) forza al veh´ıculo volver de un depo´sito con la
mı´nima capacidad de bater´ıa.
El conjunto de restricciones (3.27)-(3.31) describe la condicio´n asumida para las estaciones
de intercambio de bater´ıa EIBs, con el objetivo de que la recarga de la bater´ıa para los VEs
ocurra al final de la ruta de entrega o durante el curso de la ruta de retorno es obligada
por(3.27). El flujo de bienes es garantizado por (3.28), significa que la demanda es cero si
no hay un cliente de retorno en la misma posicio´n. Las restricciones (3.29)-(3.30) permite la
disponibilidad de la bater´ıa para ir de un cliente a otro, adema´s (3.31) forza al veh´ıculo a
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dejar el punto de carga con la bater´ıa ma´xima.
Finalmente, la restriccio´n (3.32) asegura que so´lo una de las dos variables sij o sji pueda
ser usada. El nu´mero de variables y tiempo computacional son reducidos a trave´s de las
restricciones 3.33)-(3.36) que impone las condiciones del modelo descritas. El ultimo modelo
puedo resolver el VRPB, para esto no se consideran las restricciones ele´ctricas (3.27)-(3.31)
y el conjunto K es vac´ıo, quiere decir K = {}.
Cap´ıtulo 4
Resultados computacionales
En la tabla 4.3, se presentan los resultados computacionales acerca del VRPB y EVRPB,
se usaron VEs con diferente capacidad ele´ctrica definida (Emax). Se uso´ como referencia para
construir una nueva database denotado como GJ dataset, fue propuesta por Goestschalck
and Jacobs-Blecha [3] y contiene 62 instancias con un nu´mero de clientes entre 20 y 150.
Aqu´ı se proponen nuevos vertices como puntos de carga ya construidos, algunas instancias
fueron modificadas en capacidad (Q), minimo nu´mero de veh´ıculos (Kb, KL) con el objetivo
de facilitar la solucio´n, ya que un intervalo grande entre estos 2 valores hace que el modelo
se demore mucho ma´s en encontrar un o´ptimo debido a que algunos veh´ıculos deben volver
al depo´sito despue´s de terminar los clientes de entrega, e´stas instancias son mostradas con el
signo ( +). Finalmente, se obtiene una database compuesta por 40 instancias con entre 33 y
119 ve´rtices.
El modelo propuesto corresponde a una formulacio´n MILP (mixed integer lineal programing)
implementada en AMPL [28] y resuelto con GUROBI 6.5 (llamado con el gap optimo igual a
0 %), con un tiempo computacional de 14400 segundos, en un computador intel core i5-4210
2,4 Ghz, 4GB de RAM,
A continuacio´n, se muestran ensayos realizados para verificar el cumplimiento del modelo
utilizando 3 instancias del caso EVRPB de taman˜o pequen˜o, medio y grande respectivamente.
Se enuncian las rutas o´ptimas encontradas, y la distancia total que deber´ıa recorrer el veh´ıculo
de capacidad ele´ctrica limitada (VE), en algunas de estas rutas es necesario que el veh´ıculo
busque puntos de recarga para poder continuar con su recorrido, e´sto sucede cuando la
distancia a recorrer sobrepasa la capacidad del veh´ıculo.
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Figura 4.1: Rutas o´ptimas para la instancia E3.
Emax = 40000
Ruta Salida Llegada Distancia total a recorrer Estacio´n en ruta
1 0-4 43-0 56493,8702 ACTIVA
2 0-9 44-0 48610,8937 ACTIVA
3 0-13 39-0 44135,6657 ACTIVA
4 0-19 45-0 18414,1764
5 0-29 35-0 57314,9575 ACTIVA
Tabla 4.1: Detalles de las rutas encontradas para la instancia E3.
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Figura 4.2: Rutas o´ptimas para la instancia K1.
Emax = 38000
Ruta Salida Llegada Distancia total a recorrer Estacio´n en ruta
1 0-3 16-0 14322,23
2 0-4 105-0 37374,5661
3 0-12 111-0 47543,9847 ACTIVA
4 0-23 109-0 60036,4956 ACTIVA
5 0-37 107-0 32165,105
6 0-39 39-0 4520,19513
7 0-46 76-0 57788,4176 ACTIVA
8 0-55 24-0 30184,7862
9 0-58 108-0 42835,3977 ACTIVA
10 0-70 89-0 59941,7452 ACTIVA
Tabla 4.2: Detalles de las rutas encontradas para la instancia K1.
Dado que uno de los factores que hace que un problema de programacio´n lineal entera
mixta sea complejo, es su relacio´n con el nu´mero de variables binarias (nu´mero de columnas)
y el nu´mero de filas (nu´mero de restricciones), para cada una de las 40 instancias se muestran
en las figuras 4.3 y 4.4 dichas relaciones.
Como se puede notar, el modelo crece exponencialmente de acuerdo a las instancias en
cada una de las gra´ficas, esto provoca un estancamiento de la formulacio´n (El gap entre
el valor o´ptimo entero y la solucio´n relajada) lo que hace que los tiempos computacionales
incremente de igual manera, por lo tanto, el nu´mero de filas y de variables binarias son
fuertemente dependientes del nu´mero de ve´rtices V y mantienen una correlacio´n entre ellas.
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Figura 4.3: Nu´mero de variables binarias.
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Figura 4.4: Nu´mero de filas para cada instancia.
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Tabla 4.3: Resulltados obtenidos para el VRPB y EVRPB, modelos modificados de [1].
Para´metros MILP-VRPB MILP-EVRPB
Instancia V L B K KL;KB Q E
max z* Gap( %) Tiempo[s] z* Gap( %) Tempo[s] {PC}
A1 33 20 5 8 8;2 1550 28000 229885,65 0 3 241012,81 0 412 {2, 4, 5, 6}
A2 32 20 5 7 5;5 2550 35000 180119,21 0 2 195093,46 0 500 {2, 5}
A3 28 20 5 3 4;4 4050 38000 163405 0 2 188439,17 0 293 {3}
A4 30 20 5 5 3;3 4050 50000 155796,41 0 1 160849,62 0 6 {2}
B1 33 20 10 3 7;7 1600 40000 239080,16 0 6 244525,56 0 82 {1, 3}
B2 36 20 10 6 5;4 2600 30000 198047,77 0 4 197711,43 0 18 {3, 4, 5, 6}
B3 37 20 10 7 3;3 4000 45000 169372,29 0 1 169633,53 0 4 {2, 6}
B4 38 20 10 8 4;4 5000 28000 175120,93 0 1 193803,35 0 29 {1, 2, 3, 5, 6, 7}
C1 45 20 20 5 7;3 1800 35000 250556,77 0 63 253275,63 0 713 {1, 2, 3}
C2 47 20 20 7 5;4 2600 34000 215020,23 0 27 206443,58 0 70 {1, 2, 3, 6}
C3 47 20 20 7 5;5 4150 30000 199345,96 0 2 207498,7 0 34 {2, 3, 4, 6}
C4 48 20 20 8 4;3 4150 35000 195366,63 0 2 201072,21 0 314 {1, 2, 3, 6}
D1 47 30 8 9 12;12 2500 32000 304744,11 0 2 310743,7 0 168 {1, 2}
D2 43 30 8 5 3;3 6700 38000 180076,87 0 1 192125,45 0 450 {2, 5}
D3 44 30 8 6 7;7 2750 35000 239478,63 0 8 272490,06 0 2127 {1, 5}
D4 45 30 8 7 5;5 4075 38000 205831,94 0 30 217373,71 0 765 {6, 7}
E1 50 30 15 5 7;3 2650 45000 238879,58 0 37 243769,97 0 3200 {1}
E2 50 30 15 5 4;2 4300 48000 212263,11 0 3 214071,79 0 255 {1, 5}
E3 53 30 15 8 5;5 6500 40000 204218 0 1 224969,56 0 926 {3, 4, 5, 7}
E4 52 30 15 7 3;3 8500 55000 200350,29 0 1 200718,98 0 9 {1, 3, 5}
F1 65 30 30 5 6;6 3000 45000 263173,96 0 547 257673,24 0 248 {2, 3}
F2 67 30 30 7 7;6 3000 35000 265213,3 0 26 267501,87 0 864 {1, 3, 4, 7}
F3 70 30 30 10 5;4 4400 40000 241120,1 0 3 244156,23 0 275 {2, 4, 8, 9}
F4 70 30 30 10 4;3 5500 48000 233869,9 0 16 234049,2 0 173 {1, 2, 8, 9}
G1 59 45 12 3 6;2 4300 46000 245440,99 0 478 264851,25 6,1 12480 {1, 2}
G2 60 45 12 4 5;2 5300 51000 229507,48 0 38 239610,22 1,35 14400 {2, 4}
G3 59 45 12 2 6;6 5300 46000 240400 0 30 256805,79 5,87 14400 {2}
G4 60 45 12 3 4;4 8000 55000 213457,45 0 23 226093,4 1,41 14400 {1, 3}
I1 95 45 45 5 10;9 3000 46000 350857,59 0,4 14400 359317,326 1,78 14400 {1, 2}
I2 100 45 45 10 5;5 5700 55000 309943,84 0 560 288814,23 0 489 {4, 6, 8}
I3 98 45 45 8 6;6 5700 48000 294507,38 0 3500 293786,49 0 284 {4, 5, 6}
I4 98 45 45 8 7;4 5700 45000 295988,45 0 115 300912,05 0 370 {4, 5, 6}
J1 101 75 19 7 10;3 5400 50000 337255,38 2,73 14400 327007,97 1,57 14400 {3, 5}
J2 102 75 19 8 8;8 5600 70000 312034,68 2,43 14400 311950,24 1,96 14400 {1, 5, 6}
J3 105 75 19 11 6;6 8200 55000 279219,21 0 111 2840111,73 1,16 14400 {8}
J4 100 75 19 6 7;2 6600 65000 296553 2,99 14400 298083 2,32 14400 {}
k1 125 75 38 12 10;5 6100 38000 362673,1 0 2998 386712,92 6,69 14400 {1, 2, 7, 9, 12}
k2 123 75 38 10 8;4 8200 45000 341068,05 0 2000 372860,53 5,86 14400 {4, 8, 9}
k3 127 75 38 14 9;4 7800 42000 347780,64 0 508 371931,96 2,9 14400 {1, 8, 9, 12}
k4 119 75 38 6 7;6 7600 60000 339545,14 0 1900 354519,98 3,73 14400 {}
MILP: Modelo de programacio´n lineal entera mixta propuesto con condiciones de radialidad.
V L B K: Nu´mero de nodos (clientes y estaciones de carga), donde L y B corresponde a los clientes de entrega y retorno respectivamente. K son el
nu´mero de puntos de carga implementados.
z*: Valor de la mejor solucio´n encontrada.
{PC}: Que estacio´n es usada en el conjunto K.
Gap( %): Porcentaje gap, calculado como: (CPLEX-LB)/LB.
+: Indica que instancia a cambiado en capacidad en mercanc´ıa (Q).
Cap´ıtulo 5
Conclusiones y trabajo futuro
Se propone un nuevo modelo matema´tico exacto que permite resolver el problema de ruteo
de veh´ıculos ele´ctricos con clientes de entrega y retorno (EVRPB), adema´s el propuesto en
la literatura para el VRPB.
El EVRPB prueba estar mas cerca a la realidad actual de las empresas de distribucio´n
de bienes. Se aprecia el incremento en los costos operacionales y tiempo computacional
comparado con el VRPB debido a que el nu´mero de restricciones aumentan, pero el tiempo
computacional que incrementa es pequen˜o comparado con el beneficio obtenido.
Se nota la complejidad del modelo en las instancias G debido al nu´mero reducido de
clientes de retorno comparado con los clientes de entrega, una de las causas se debe a
las limitaciones ele´ctricas del modelo, ya que se reduce el espacio de soluciones factibles y
encontrar un costo optimo al tener rutas de entrega tan extensas que deben ir posteriormente
a una estacio´n de carga, adema´s presionadas por el nu´mero mı´nimo de VEs que deben atener
los clientes de retorno (KB).
Se contribuye a la discusio´n presentada por Toth y Vigo en [1], quien establece que no se
han propuestos modelos matema´ticos exactos para el VRPB en la ultima de´cada.
Se demostro´ que la conectividad de arborescencia permite un modelo de propo´sito general
que puede encontrar resultados de manera eficiente, porque para 40 instancias se logro´ gap
0 en 33 de ellas, y las otras instancias con gap aceptable.
Acerca del trabajo futuro, estos modelos pueden servir como referencia para posteriores
estudios que envuelven el impacto de los VEs en el sistema de distribucio´n de energ´ıa y
e´ste es de gran importancia para las compan˜´ıas ele´ctricas del sector, adema´s es necesario
estudiar las formas de carga para los VEs como carga rapida, lenta. Otras te´cnicas pueden ser
estudiadas para resolver el problema, algunas de estas pueden ser: te´cnicas de descomposicio´n,
set-partitioning, te´cnicas Heur´ısticas y Metaheur´ısticas, entre otras.
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